UAA 9 — Intégrale
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Objectifs

Compétences a développer
Résoudre un probleme a l'aide du calcul intégral.

Ressources
— Encadrement d’une aire, d’un volume
— Intégrale définie
— Théoreme fondamental
— Primitives
— Aire d’une surface plane
— Volume d’un solide de révolution

Processus
Connaitre
— Illustrer graphiquement et justifier la formule du calcul d’une aire
— Ilustrer graphiquement la formule du calcul du volume d’un solide de révolution
— Ecrire les intégrales qui permettent de calculer I’aire d’une zone sélectionnée sur un
graphique

Appliquer
— Approximer une aire par une somme d’aires élémentaires a 1’aide de ’outil informa-
tique
— Vérifier qu'une fonction donnée est la primitive d’une aire
— Déterminer une primitive
— Calculer une intégrale définie
— Calculer une aire, un volume de solide de révolution

Transférer
— Résoudre un probléme en utilisant le calcul intégral
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« ...Je cherchai une méthode pour déterminer les grandeurs
d’apres les vitesses des mouvements ou accroissements qui les

engendrent [...]. Je suis tombé, vers les années 1665, sur la
méthode des flurions, dont je ferai usage dans la quadrature
des courbes ... »

Isaac Newton, en 1704

1 Introduction
Activité 1.
(1) Soit la fonction X ;
f(z) = —5:103 + 2%+ S 1
et ses transformées
fi(x) = f(z)-2,7
fole) = f(2) -3
fa(x) = f(z) +2
fa(x) = f(z) +3

Ces cing fonctions sont représentée dans le repere orthonormé ci-dessous :
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6G — Math 4 UAA 3 Ch 1 — Calcul intégral

(a) Que remarques-tu?

(b) Quel « outil » vu en 5° année permet d’étudier la variation d’une fonction ?

(c¢) En observant les courbes représentées plus haut, que peux-tu dire des dérivées des
cing fonctions mentionnées ?

Conclusion : Deux fonctions égales & une constante additive prés possédent
la méme dérivée.

2) Soit la fonction définie par
(2) p
f(x)="Ta°
(a) Donne les expressions de cing fonctions qui ont f pour dérivée.

[ ]
[}
[ ]
[}

(b) Compare ces cinqg fonctions les unes aux autres. Que constates-tu ?

(¢) Ecris lexpression générale des fonctions F qui vérifient F’(z) = f(z) (appelées
primitives de f).

Conclusion : Il existe une infinité de fonctions qui possédent la méme déri-
vée ; elles sont toutes égales a une constante additive pres.

(d) Détermine la primitive de f qui s’annule en 1.
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(3) Vrai ou faux ? Justifie tes choix.

(a) Les fonctions définies par (z —3)? et 22 + 5 sont des primitives de 2.

+2

2
(b) Les fonctions définies par et 7+ — sont des primitives de la méme fonction.
x

(c) La fonction 2 sin(3z) est une primitive de cos(3z).

(d) Les fonctions définies par In(z) et In(2x) sont des primitives de la fonction inverse.

(e) Le produit d’une primitive de f et d’une primitive de g est une primitive de f-g.

Activité 2 (Aire sous une courbe).

Pour calculer I'aire d’une partie du plan, les mathématiciens grecs utilisaient des méthodes
géométriques consistant a transformer la partie donnée en un ou plusieurs polygones dont
les aires sont plus faciles a calculer.

Essayons cette méthode pour déterminer l'aire A d’une surface S limitée par le graphique
d’une fonction f positive et continue sur l'intervalle fermé [a; b], 'axe O, et les droites
d’équation z =a et x = b.
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Pour certaines fonctions, la tache est simple.

(1) Soient f(z)=5,a=1et b=
Le graphique de cette fonction est donné par

¥ r=1 r=3

3.

y=2>a

0 2

4 5

(2) Soient f(x)=2x-1,a=1et b=3.

Le graphique de cette fonction est donné par

Yo r=3

y=2zx—-1

u/ 2

Pour d’autres fonctions, la tache est plus compliquée...

(3) Soit la fonction

L’aire de la partie hachurée vaut :

L’aire de la partie hachurée vaut :

f(z)=0,0042* +0,0172% - 0, 7222 + 3,249x + 0,5

On veut estimer 'aire de la surface hachurée sur le graphique suivant :

1Y

0.05)

/

J() = 0,004 + 0,0172 - 0,724 + 3,249 + 0,5

8.55)

Mme Delleur
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En appliquant la méthode des mathématiciens grecs de I’Antiquité, on va découper
cette surface en plusieurs rectangles et calculer 'aire de ceux-ci.

(a) Calcule la somme des aires des 4 rectangles hachurés :

y

J(x) = 0,00de" + 0,017 — 0,724 4+ 3.2492 + 0.5
(8,5.5)

(0,05

/u 2 3 4

(b) Calcule la somme des aires des 8 rectangles hachurés :

y

() =0,00d0" +0,0172% — 0, 7227 + 3,249 4 0.5
(8,5.5)

ﬁ/%% .

(0,05
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(c¢) A Taide d’un logiciel (Geogebra), on a déterminé la somme des aires des 16 rec-
tangles hachurés :

Sy

1
(0.05)

Sla) = 0,004 + 0,0172% - 0,722% + 3,2492 + 0,5

%7

7

7

7

??77%

8.55)

% L’aire hachurée vaut 28.71113 ua

(arrondi a 5 décimales).

i

(d) A Tlaide du méme logiciel, on a déterminé la somme des aires des 32 rectangles

hachurés :

LY

1
(n,o&y%

Flar) = 0,0042* + 0,0172% - 0,722% + 3,2492 + 0,5

7%5%

N

§777ff%

7Z/<.Sm

L’aire hachurée vaut 28.71057 ua
(arrondi a 5 décimales).

7

(e) A l'aide du méme logiciel, on a déterminé la somme des aires des 64 rectangles

hachurés :

oY

[
©.05) ?4

S() = 0,002 + 0,017 = 0,724% 43,2492 +- 0.5

Phy 7
PP

z/é.sm

L’aire hachurée vaut 28.71044 ua
(arrondi a 5 décimales).

Mme Delleur
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A Taide du méme logiciel, on a calculé 'aire exacte de la surface hachurée sous la
courbe sur le premier graphique (page [4)) : elle vaut 28.7104 ua.

Compare les résultats obtenus aux points (a), (b), (c), (d) et (e).
Que remarques-tu ?

Activité 3 (Vitesse et déplacement).
Lors du salon de 'auto, Philippe a pu tester un nouveau véhicule.

Le vendeur a relevé sa vitesse toutes les cing secondes et les valeurs obtenues ont été portées
dans le tableau ci-dessous :

t (en s) 0 5 10 15 20 25 30 35 40

v (en m/s) 0 11 18,7 23,8 27 29 30,5 32,2 34,7

A T’aide d’un tableur (Geogebra), on a pu obtenir le graphique d’une fonction qui modélise
I’évolution de la vitesse au cours de ces quarante secondes.

o {en nefs)
£
2

20

ofa H 10 15 20 25 a0 Bt (en s)

On demande d’estimer la distance totale parcourue par le véhicule pendant ces quarante
secondes.

Pendant les cinq premieres secondes, la vitesse passe de 0m/s a 11m/s. La distance par-
courue est donc comprise entre 5.0 =0m et 5.11 =55m.
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Ce raisonnement peut étre répété pour chaque intervalle de temps. La procédure s’acheve
par le calcul de la somme de ces estimations.

(1) Complete le tableau suivant :

Intervalle de
temps (en s)

Vitesse sur l'intervalle

(en m/s)

Distance parcourue
(en m)

min

max

min max

[0; 5]

11

5.0=0 5.11=55

[5;10]

10; 15

1

?

ot
[\

0

2

Y

]
[\

5

I

ot
(%)

?

3

e}
wo

5

[ ]
[ ]
[ ]
[25; 30]
[ ]
[ ]

35; 40

(2) Donne un encadrement de la distance totale parcourue pendant ces quarante secondes.

(3) Complete les graphiques ci-dessous pour qu'ils correspondent aux valeurs reprises dans
les deux dernieres colonnes du tableau précédent.

v {en m/fs)

v {en m/|)

a 5 10 15

20

25

Edl ¥ flens) n

Somme inférieure de Darboux

a 5 10 15 20 25 a0 3® f (en s)

Somme supérieure de Darboux

Mme Delleur
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(4) Comment peut-on représenter la distance parcourue pendant les quarante secondes de
I’observation sur le graphique de 1’évolution de la vitesse ?

(5) Comment pourrait-on améliorer la précision de notre encadrement ?

L’activité 3 est extraite de : Van Eerdenbrugghe et al., Cqfd 6, De Boeck (2018)
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2 Primitives

2.1 Définition

Définition.
Soit f : R - R, =~ f(x) une fonction définie et continue sur un intervalle I de R. On
appelle primitive de f sur [ toute fonction F' : R > R, x— F(x) qui vérifie

Fi(x) = f(x)

pour tout réel x € I. Autrement dit, F' est une primitive de f si et seulement si f est la
dérivée de F'.

Exemples.
(a) La fonction

F(x) =sin(x)
est une primitive de la fonction

f(x) = cos(x)
car sin’(z) = cos(x).

(b) La fonction

F(z)=2°+32

est une primitive de la fonction
f(x) =62

car (2% +32)" = 6a°.

On admet le résultat suivant

Propriété.
Si F' est une primitive de la fonction f, alors I’ensemble des primitives de f est I’ensemble
des fonctions de la forme F' + k ou k est un réel.

Notation.
L’ensemble des primitives d'une fonction f (parfois appelé intégrale non définie de f)
est noté
f f(z) dx
Exemple.

Les primitives de la fonction f(x) = 322 sont données par
f 3z dr =%+ k

car
(2* + k) = 32?

quel que soit le réel k.
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2.2 Primitives immédiates

On appelle primitive immédiate (ou primitive élémentaire) toute primitive qui dé-

coule des formules de dérivation de base.

Complete les tableaux suivants, dans lesquels k et n représentent des réels quelconques.

Fonction Dérivée Fonction Primitive
c+k 0
z+k 1

2+ k x
3+ k 2
"+ k "

1

l +k —

n(z) "
er +k er

a*+k a®
cos(x) + k sin(x)
sin(z) + k cos(z)
i 1
ta(r) + cos?(x)
i 1
cotg(x) + 2 (2)

1

L+ tg2(:r:) = COQQ(Z)

1+ cotg?(z) !
+cotg“(z) = ———
& sin2(x)

Dans la suite, toutes les fonctions mentionnées seront supposées définies, continues et
dérivables sur un intervalle réel.

Mme Delleur
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2.3 Primitives quasi-immeédiates
Combinaison linéaire

Rappel.
Une combinaison linéaire de deux fonctions f et g est une fonction de la forme

a.f+b.g
ou a et b sont des réels quelconques non simultanément nuls.

Propriété.
Pour toutes fonctions f et g et tous réels a et b, on a

fa.f(x)+b.g(x) dz =a.ff(x) dz +b.fg(x) dz

Autrement dit, 'ensemble des primitives d’une combinaison linéaire de deux fonctions est
la combinaison linéaire correspondante des primitives de ces fonctions.

Démonstration.
Soient F' et G des primitives des fonctions f et g, respectivement. On a

(a.ff(x) de +b. [ g() dx) —(a.(F(x)+ k) +b.(G(x) + k)
a.(F(z)+k) +b.(G(z) + k)
a.(f(z)+0)+b.(g9(x)+0)
=a.f(x)+b.g9(x)

D’ou la conclusion. ]

Exemple.
On a

f?cos(x)—3x5 dz =2./cos($) dz —3./$5 dz
6
:QSin(x)—S.%H’{:

1
:2sin(x)—§x6+k

Dérivée d’une composée

Propriété.
Pour toutes fonctions f et g, on a

[ 7(6@) -g'@) ax = £ (g(@)) +

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 12
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Exemples.
(a) On a
5}
ey do = ~2
/ COSZ(E)(L‘ _ 2) dz tg(5$ ) +k
car 1
— 2 / — t ! —
(Be-2)=5 e« (tgle)) cos?(x)
(b) On a
1 2 4
S0 do = [ 10 (70 6)" dr = WHR:
car
zh\’
(7372_{_6)/:14:6 et (Z) =$3

Produit de polynéme

Si la fonction a primitiver est un produit de polynémes, il faut
(1) effectuer le produit

(2) ordonner et réduire le polyndéme

(3) appliquer la formule de primitivation d’'une combinaison linéaire.

Exemple.
On a

f(2x—7).(3x3+4x2—x+5) dx :f6x4+8x3—2x2+10x—21x3—28x2+7a:—35 dx

- f6x4 1323 — 3002 + 172 - 35 da
~ 6% 13x% ~ 3023 17x2

o 35w+ k

3 1 3 + 5 35x +
6 13 17

:5x5—z$4—10x3+?x2—35x+k

Division euclidienne

Si la fonction a primitiver est un quotient de polynomes tels que le degré du numérateur
est supérieur ou égal au degré du dénominateur, il faut

(1) effectuer la division euclidienne
(2) appliquer la formule de primitivation d’une combinaison linéaire
(3) appliquer la formule de primitivation d’une dérivée de composée.

Exemple.

43 +622+2x -1
On veut calculer f
2r + 3

dx.

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 13
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La division euclidienne donne

43 + 622 + 22 1|2x+3
— 4x3 + 622 222+ 1
2z
- 2x 3
-4
Des lors,
3 2 _ _
42° + 62° + 2% 1:23:2+1+
20+ 3 20+ 3
Ainsi, on trouve finalement
Ax3 24201
f:z;+6x+x dx—/Qm +1+ dx
2+ 3 2 + 3

f2;z: +1d:c—2/

dzx

2r + 3

—§m3+a: 2. In|2x + 3|+ k

2.4 Primitives par substitution

Propriété.
Pour toutes fonctions f et g, on a

[ 1)) .g@) o = [ ) at

en posant t = g(x).

Démonstration.
Soit F' une primitive de f. On a

(ff(t) dt ) — (F(t) + k)

= (F (g(x)) + k)’

=F'(g(x)).g'(z)+0

= [ (9(2)).¢'(x)

D’ou la conclusion.

Remarque.

Cette formule est fort semblable a celle de la primitivation des fonctions composées. Ce qui
les différencie, c’est que dans la formule de primitivation par substitution, les primitives

de f ne sont pas connues préalablement.

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges
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Exemple.

On veut calculer [(3:1:2 ~8x+5). Vad—4a2+ 5z -1 dz.

On pose
t=a®-42?+52x -1
dt = (32 -8z +5)dx

Ainsi, on obtiens successivement

[(3x2—8x+5).\/x3—4x2+5x—1d:v zfx/z_fdt

= ft1/2 dt

$3/2

=gtk

2
2
=§\/t_3+k'

2
:§\/(x3—4x2+5x—1)3+k

2.5 Primitivation par changement de variable

Propriété.
Pour toutes fonction f, on a

[ 1@y de = [ ro@) g a
en posant x = g(t).

Exemple.
On veut calculer f ﬁ dx .
On pose
t=x+1 o xrx=t-1
drx =dt
Ainsi, on obtiens successivement
t-1
[t e - dt
(r+1)2 t2
1

= [ >-t2dt
t

1
=ln|t|+¥+k

=In|z+1|+ +k
T

+1

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges
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2.6 Primitivation par partie

Propriété.
Pour toutes fonctions f et g, on a

[ 1@).g@) do = f@).9@) - [ £@).gx) do

Démonstration.
Vu la formule de dérivation d’un produit de deux fonctions, on a

(f(x).g(x)) = f'(x).g(x) + f(z).¢'(x)
Ainsi, en primitivant les deux membres de cette formule, on obtient
[ @) 9@ dr = [ f@)-9@)+ 1) o (2) do

ce qui peut se réécrire
f(@).g(@) = [ £(@).9() do + [ f(2).g/(2) da

D’ou la conclusion en isolant ff’(:r;) .g(z) dx. [ ]

Exemple.

On veut calculer f x. cos(z) dx.
On pose
fa)=r 1 f(r)=1
g'(x) =cos(z) ; g(x)=sin(z)

La formule de primitivation par parties donne alors

/a:. cos(z) dx =x. sin(zx) - [1. sin(z) dx
=z . sin(z) - fsin(:c) dz

=x.sin(x) - (-cos(z)) + k

=x.sin(z) + cos(x) + k

2.7 Autres méthodes de résolution

Il existe des méthodes de calcul de primitives plus complexes.

Cette section explicite une de ces méthodes mais tu ne dois pas étre capable de I'appliquer
dans des exercices : c’est la méthode de primitivation par décomposition en somme
de fractions simples.

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 16
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Rappel.
Une fraction simple est une fonction rationnelle d’'une des deux formes suivantes :
P
1) ————,avec neN
(1) (ax +b)™ 0
pT +q
(2)

avec n € Ny et A <0.
(az? + bx + )™’ 0

Si la fonction a primitiver est un quotient de polyndémes tels que le degré du numérateur
est strictement inférieur au degré du dénominateur, il faut

(1) décomposer la fonction en somme de fractions simples
e factoriser le dénominateur au maximum.

e écrire la fraction comme somme de fractions simples en utilisant aux déno-
minateurs toutes les possibilités données par la factorisation et en posant des
inconnues aux numérateurs

e utiliser la méthode des coefficients indéterminés pour trouver les valeurs des
Inconnues

(2) appliquer la formule de primitivation d’'une combinaison linéaire

(3) appliquer la formule de primitivation d’une dérivée de composée.

Exemple.
Décomposons la fonction f(x) = —3 7 °n somme de fractions simples.
On a
1 1
22-1 (z+1)(z-1)

_a b

T |

En réduisant es deux membres au méme dénominateur, puis en les multipliant par le
dénominateur commun, on trouve

1 a(r-1)+b(x+1)
(z+1)(z-1) (z+1)(z-1)
< l=a(z-1)+b(x+1)
< l=ar—-a+br+b
< l=(a+b)x+(b-a)

Or, deux polyndémes sont égaux lorsque les coefficients de leurs termes de méme degré sont
identiques. On obtient donc successivement

a+b=0 a=-b a=-b a=-b a=-
p—g p—g <~ <~
b-a=1 b-a=1 2b=1 b:%

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 17
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Ainsi, on a finalement

1 1
1 2 2

xT) = =
/(@) ?2-1 z+1 zxz-1
Deés lors, primitiver f revient a primitiver la somme précédente et on a

1 _1 1
/ dm:f 2+ 2 dx
2 -1 z+1 z-1
1 1 1

=-= der + =
2J x+1 2J z-1

dx

1 1
=——Injz+1|+=Injz-1]+k
2 2

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 18
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2.8 Exercices
20+ 1

(1) Vérifie que F(x) =In|z? + z - 3| est une primitive de f(z) = ——.
x?+x-3

(2) Détermine la primitive de la fonction définie par f(z) =5z — 3 qui s’annule en 2.

(3) Calcule les primitives quasi-immédiates suivantes :

Série 1

(@) [o7 do @ [(2-Tr+2).(r1) o

) [ dr ) [ de

(© [ Ve de ) f azzle de

(d) f5 sin(x) dx () f% dz

© [1207 44 () [(r-1)(20% - 42+ 1) do

(f) [(29[;—3)5 dz M f% d

Série 2

@ [ do © [Go-n.0-n)de () [ da

(b) fg,gw da (f) f% dz (J) fle. sin(522) dx
) [ -15dx (g) f cos(2z +1) dz (k) f 3a?(2° - 1)* dw
(d) fx2—7x+2 dx (h) /65‘” dzx (1) fﬁ dx
Série 3

() /‘:c?x;1 da (e) f456789 dz (i) /%((2)
e T e
(c) /2:E4 dz (2) fsin(?)x—l) dz (k) f%@x) dz
(@) [5-3vada () [3e52 do 1) 6—196- 2 da

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 19



6G — Math 4 UAA 3 Ch 1 — Calcul intégral

(4) Calcule les primitives suivantes par substitution ou changement de variable :

() /x.\ngdx (h) fﬁdx
(b) \/ﬁ dz Q) f m dz
(© [a*e-3) do i) [(+a)2rsar
() % dz (X) f ¢5i——2 dz
o [ 0 f
(f) ﬂ;_;ﬁ dz (m) f 222 +1)° do
() f 22V + 2 do (n) f tg(z) do
(5) Calcule les primitives suivantes en utilisant la méthode de primitivation par parties.
(a) [ 2 sin(z) dz () f (z -2) cos(z) do
(b) [ (22 - 3)In(x) do (g) f ¢ cos(z) dz
(c) / eI+ 2z dz (1) f In(z) de
(d) [2:)& ¢ dz Q) f(2+;1:)e”” dz
(e) f z In(z) do ) f In(z) sin(z) dz

Mme Delleur AR Agri — Saint-Georges 20
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3 Intégrales définies

3.1 Définition et théoreme fondamental

On peut généraliser le procédé de l'activité comme suit :

Soit une fonction f définie, positive et continue sur un intervalle réel [a; b].

v y=1@)]

D’abord, on subdivise l'intervalle [a; b] en n sous-intervalles consécutifs

[zo; x1], [z1; 22], [225 23], - [@0o1; 0]

ol on pose g = a et x, = b, et, dans chaque sous-intervalles [z;_1; z;] (avec i € {1,...,n}),
on choisit un nombre réel &; quelconque.

On peut alors construire n rectangles consécutifs de base x; —z;_1 et de hauteur f(¢;) dont
I’aire vaut

(i = xi1).f(&)
La somme des aires des n rectangles est donc donnée par
Sn= (= xim1).f(&)
i=1

En augmentant indéfiniment le nombre de sous-intervalles (cad lorsque n - +o0), la somme
des aires .S,, tend vers une limite finie, a savoir la valeur de I’aire recherchée, et ne dépend
— ni du choix des extrémités des sous-intervalles,
— ni du choix du réel sélectionné dans chacun des sous-intervalles.

Cette limite est appelée intégrale définie de a a b de la fonction f et est notée

/abf(a:) dz
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La définition précédente peut étre généralisée a toutes les fonctions définies et continues
sur un intervalle fermé.

Remarques.

(a) Le symbole « [ », introduit par Leibniz (un mathématicien allemand de la deuxiéme
moitié du 17¢ siecle), rappelle I'initiale « S » de somme et « dz » fait référence aux
distance (z; — z;_1) qui apparaissent dans les termes de la somme des aires des n
rectangles.

(b) La variable = est muette. Cela signifie qu’on peut écrire indifféremment

fabf(x) dz :[abf(t) dt =[abf(u) du = ---

(c) L’intégrale définie de a a b de la fonction f représente une aire uniquement lorsque f
est positive sur l'intervalle [a; b].

Théoreme fondamental de ’analyse
Le théoreme fondamental de I'analyse établit que la dérivation et I'intégration sont des
« opérations réciproques ». Il est divisé en deux énoncés.

Théoréme (Partie 1 : Existence d’une primitive).
Si f une fonction continue sur un intervalle réel [a; b], alors la fonction

x
A:la;b] >R, z+ / f(t)de
a
est I'unique primitive de f qui s’annule en a.
Ce premier théoreme peut s’interpréter de la maniere suivante.

Soit f une fonction définie, continue et positive sur un intervalle [a; b] réel. La fonction A
qui apparait dans I’énoncé du théoreme est alors la fonction qui, a tout réel x de I'intervalle
[a; b], associe laire de la surface délimitée par I'axe horizontal Oy, la courbe y = f(t), la
droite verticale d’équation ¢ = a et la droite verticale d’équation ¢ = x.

y
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Le premier théoréeme affirme que pour tout réel x de l'intervalle [a; b], la dérivée de la
fonction « aire » A correspond a la fonction f, dont le graphique délimite la surface consi-
dérée.

Le deuxieme théoreme fait le lien entre intégration et primitivation. I1 montre en effet
que connaitre une primitive d’'une fonction permet de déterminer son intégrale. De plus,
il permet de calculer facilement les intégrales de fonctions définies et continues sur un
intervalle de fermé.

Théoréme (Partie 2 : Lien entre primitive et intégrale).
Soit f une fonction continue sur un intervalle réel [a; b]. Alors, on a

b
[ @) dz = F(b) - F(a)
ou F est une primitive de f.

Démonstration.
Vu le théoréme d’existence, on sait que la fonction définie par

A(x) = faxf(t) dt

est 'unique primitive de f qui s’annule en a. On sait également que toutes les primitives
de f sont égales a une constante additive pres. Soit F' une telle primitive. Il existe donc
k € R tel que

A(x)=F(x)+k

En évaluant cette égalité en a, on trouve

A(a)=F(a)+k < 0=F(a)+k < k=-F(a)
Des lors,

A(z) = F(z) +k < f F(t) dt = F(z) - F(a)

En évaluant cette derniere égalité en b, on obtiens finalement

b
[ r@ar-Fe)-F)
D’ou la conclusion vu que la variable d’intégration est muette. [

Remarque.
Si G est une autre primitive de f, on sait qu’il existe une constante k telle que G = F' + k.
Des lors,

G(b) - G(a) = (F(b) + k) - (F(a) + k)
= F(b) - F(a)

Cela signifie que le membre de droite de I’égalité qui apparait dans le deuxieme théoreme
est indépendante de la primitive choisie.
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Notation.
On pose
[F(x)], = F(b) - F(a)

Exemples.
Reprenons les exemples 1] et [2 de calcul d’aire proposés lors de I'activité

(a) Si f(z)=5,a=1etb=3, alors f est positive sur [1; 3] et on a donc
3
f 5dr =[52]°=5.3-5.1=15-5 = 10.
1
(b) Si f(x)=2x-1,a=1et b=3, alors f est positive sur [1; 3] et on a donc

[132x—1dx =[a*-2] = (3*-3)-(1°~1)=6-0=6.

3.2 Propriétés

Propriété.
Pour toute fonction f continue sur un intervalle [a; b], on a

1) [ @) de =0

@ [ 5@ e =~ [ @)
(3) f20 = fabf(x)dxzo
@ f<0 = [ @) dr <0

Exemples.
(a) On a

(b) Les nombres

0 0

[ 2621 dx:[elr] 262'0—62'1262—1
1 1

et

1
1
/ 262 dgp = [ezx]o 21 2.0 _ 1 _ 2
0

sont opposeés.

(c) La fonction x = 22 est strictement positive sur l'intervalle [1; 2] et on a

2 372 3 3
/xdez[x—] =2——1—=Z>0
1 31 3 3 3
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(d) La fonction x — —x est strictement négative sur U'intervalle [4; 7] et on a

7 _217 72 g2
f _xdx:[i] I 3,
4 i 2 2 2

Propriété (Combinaison linéaire).
Pour toutes fonctions f et g continues sur un intervalle [a; b] et tous réel k, £, on a

/abk;.f(x)Jré.g(x) dz =k./;bf(q;) dz +g_fabg(x) de .

Exemple.
On a

3 3 3 31
/2$2——dx:2f dex—?)f—dx
-1 T -1 -1 T
3

-2[ 7| -3ml,

~ 33 (_1)3

_9 (3 . T) —3(Inf3~In|-1))
- 2? 31n(3)

_ % 3 1n(3)

Propriété (Linéarité).
Pour toute fonction f continue sur un intervalle [a; b] et tout c € [a; b], on a

fabf(x) dx =/acf(x) dx+/cbf(x) de .

Lire f f(a)de = /‘ [l)dxe + /’ih] da
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Propriété (Substitution).
Pour toutes fonctions f et g continues sur un intervalle [a; b], on a

[ rn.g@a- [

en posant t = g(x).

Exemple.
On veut calculer f ;2 dx
1 z(1+1In(z))
On pose
t=1+In(x)
1
dt = —dx
x

Les bornes de I'intégrale deviennent alors

r=1= t=1+In(1)=1

r=e= t=1+In(e) =2

Finalement, on obtient successivement

flemdx:[ —dt—ft dt—[ ]:[—Hj:-%%:%

Propriété (Changement de variable).
Pour toutes fonction f continue sur un intervalle [a; b], on a

fabf(”“") do = fg_gl(a()b) f(g(t))g'(t)dt

en posant x = g(t).

Exemple.
3
On veut calculer [ zvVx-1dz.
1

On pose
t=x-1
r=t+1

dex =1dz
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Les bornes de l'intégrale deviennent alors

r=1=t=3-1=2
r=3=t=3-3=0

Finalement, on obtient successivement

f’xmdm :Lo(t—l)\/idt

:[2\/15_5_2 ts]z

5 3

2 ) 2 2
=2V -Z2V23| - [Z2V0° - 2V03
(57 -5v7)-(; Vo -5 VO
40
15

Propriété (Intégration par parties).
Pour toutes fonctions f et g continues sur un intervalle [a; b], on a

[ 7@ o) dr =[5 9@~ [ @) (@) dr.

Exemple.
On veut calculer f x. cos(x) dx.

™

4

On pose
fl@y=2 1 fl(z)=1
g'(x) =cos(z) ; g(z)=sin(z)
La formule de primitivation par parties donne alors
ﬁﬂx. cos(x) do =[z. sin(x)]% - ﬁw 1.sin(z) dz
=[x. sin(:c)]% -[- cos(a:)]%
= [z. sin(z) + Cos(a:)]%
= (m. sin(m) + cos(m)) - (% : sin(g) + Cos (%))
~=3,777
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3.3 Exercices

Calcule les intégrales définies suivantes :

(1) f357x dz
(2) [133—295 dz

(3) [411+2xdx
(@) [023;(2-93) do
6) [ 2x2x;2da:
(6) [112$3—93+1dx
(7) /01(1—x)2 dz
(8) fole%dm

() /ijﬁdx
(10) [42x\/a:2—+4d$

(15) Olﬁﬁdx

(16) fo %9 sin(z) da

(17) fo ? cos(x) + 2sin(z) da
(18) [161112(1«) dz

T

2
(19) / 2% -3z da

1

2
(20) [ 23 -3z +2-5dx
0

,0

(21) /2(33%3)2 dz

0

In(3)
(22) [ do
m2) e*-1
2 1 2
(23) f r-—+—dx
1

A
1
(24) f 3.5% do
-1
3

(11) /erscosZ(x). sin(x) dx (25) '/1 e®+ 1 dr
(12) /;4i dz (26) /Oln(2)3+ex dz
(13) /13x;1dx 27) [fzxmclx

(1) [Taa2 73 ar (28) [ (20-1)In(z) da
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| Formulaire : dérivées |

Les opérations sur les dérivées sont
Somme / Différence : (f(z)+g(x)) = f'(2) + ¢ (x)
Produit : (f(z).g(x)) = f'(x).g(x) + f(z).9'(x)
Produit par un réel : (k. f(z)) = k. f'(z)
Quotiont : (f(w) ) @) 9) - (@) g ()
9(x) 9(x)?
Composition : (f(g(z))) = f'(9(x)) . ¢'(x)
Pour tout n € Q et tout k€ R, on a

Fonction Dérivée (simple) Dérivée (composée)
Constante k=0
Identité 2 =1
Puissance (z7) = nan-! (f2)) =nf(z). f(z)
(2= () -4
Racine carrée (Vi) = 3% (VI@) =
Exponentielle népérienne | (%)’ = e2 (ef@) = ef @) _ f1(x)
Exponentielle de base a | (a®)’ = a® In(a) (a?@) = af@ In(a). f'(z)
Logarithme népérien (In(z)) =1 (In(f(x)))' = £¥
Logarithme de base a (log, (7)) = 75 (log, (f(2))) = 758
Cosinus (cos(z))" = -sin(z) (cos (f(2)))" = —sin(f(z)) . f'(z)
Sinus (sin(z))" = cos() (sin (f(2)))" = cos (f(2)) . ['(x)
Tangente (50 - oy | U@ - s

= 1+tg’(x) = (1+tg* (f(2))) . f'(x)
Cotangente (cotg(x))' = —@ (cotg (f(2)))' = —%

= 1 - cotg?(x) = (1-cotg® (f(2))) . ['(x)




Formulaire : primitives

Pour tout n € Q, on a

Fonction Primitive
Zéro f 0Odz =k
Identité [rde=aen
pn+l
Puissance [ 2" dx = +k (avec n # -1)
n+1
1
Inverse f— dr =Inl|z|+ &
x

Exponentielle népérienne f e“dr =e"+k

Exponentielle de base a / o dr = -2 4k

In(a)
Sinus [sin(x) dz =-cos(z) +k
Cosinus fcos(x) dz =sin(x) + k

1

1
/— dz = —cotg(z) +k

sin’(x)

Les méthodes de primitivation non immédiates sont :
Combinaison linéaire :/a.f(x) +b.g(x) do = a/f(x) dz + b/g(:ﬂ) dz
Composée :fh' (9(2)) .¢'(z) dz = h(g(z)) +k

Substitution :/f(g(a:)) .¢'(x) dx = [f(t) dt

avec t = g(x)

Changement de variable ff(x) dz = ff(g(t)) Lg'(t) dt

avec x = g(t)
Par parties ff(x)g’(:v) dz = f(x).g(x) - /f’(x)g(x) dz
. X [ N(x) ~ a . ay
Fonction rationnelle : D(2) dz = () ot P (2) dz

si deg(N) < deg(D)
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